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A insistência9 o incentivo 9 o entusiasmo e a 
generosidade de amigos e colegas~ afinal 9 conseguiram ... 
vencer todas as dificuldades que se obstinavam em nao 
permitir que nos inscrevessemos neste Concurso para Pr~ 
fessor Catedrático de "Geometria Descritiva" da Escola 
Nacional de Belas Artes da Universidade do Brasilo 
Na verdade~ desde a primeira hora, estava em 
nossas cogitaçÕes disputar essa cadeirao Circunstânctas 
alheias à nossa vontade, inteiramente incontroláveis, 
perturbaram nossa vida~ dando lugar a compromissos mo-
rais e materiais~ que nos afligiam a alma e nos tiravam 
a tranquilidade de e apfrito indispensável à feitura de 
um trabalho de porte 9 que seria a nossa teseo 
A conjugação de dificuldades de várias ordens 
(e elas quando aparecem não vêm sÓs) tirou-nos o entu-
siasmo~ porque o prazo escoava e não tinhamos esperança 
de concluir~ em tempo hábil~ a tarefa pretendidao 
Desistimos a meio do caminho 9 subjugados pe-
las vicissitudes que julgavamos não poder superaro E 
com isso amargamos a dor de uma reth•ada o 
Mas o homem pÕe e Deus dispÕeo Cientificados, 




venceuo Nem mesmo o fato de que ja nao havia tempo su-
ficiente para a conclusão da teseo Apelaram para a ami 
zade e às justificativas que lhes apresentavamos opu-
nham argumentos que acabaram rompendo nossas Últimas re 
sistênciaso 
Sempre entendemos que cada um de nós pertence 
muito mais à sua famllia e seus amigos que a si prÓprioo 
Para não ficarmos sozinhos aderimos a êleso 
Porém, nessa altura 9 o prazo estava pràtica= 
mente esgotadoo Não obstant e , reuni mos o que já havia~ 
mos feito, concatenamos capÍtulos e s parsos e,afinal,co~ 
seguimos terminar êste nosso trabalho, com o qual aten-
demos a uma das exigências legaiso Está claro que tiv~ 
mos de reduzir nossos propÓsitos iniciais de produzir 
obra de fÔlego, contentando-nos com êste pequeno e mo= 
destfssimo ensaioo Custou=nos multo 9 porque tivemos de 
realizar em poucos dias aquilo que poderiamos ter feito 
em quatro ou cinco meseso 
Com estas palavras, um pouco longas, não que-
remos apresentar justificativaso As razÕes que invoca-
mos, embora o façamos com toda sinceridade e lealdade 9 
não se prestam, todavia, para esta oportunidadeo Dese-
jamos, apenas, penitenciar-nos peran~e nossos amigos e 
colegas e 9 principalmente , agradecer~Ihes, de todo cor~ 
ção, a ajuda inestimável com que nos assistiramo 
Esperamos que , a despeito da pressa 9 tenhamos 
• 
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escrito algo de aproveitável, correspondendo,assim, eom 
um esfÔrço honesto e penoso, à confiança e à generosida 
de daqueles que acredi tare.m em nós. 
-.-
O tema escolhido comporta um desenvolvimento 
longo. E nós queriamos chegar até lá. Todavia, deixa-
mos, nas linhas que se seguem, o essencial para provar 
que, no estado atual da ciência, as PROJEÇaES OBTOGO-
NAIS SIO CASO PARTICULAR DAS PROJEÇaES SI-CENTRAIS. 
A proposição, não temos dÚvida, é verdadeira. 
Mas a grande evolução sofrida pela Geometria Descritiv~ 
desde os seus primeiros passos pela mão de Gaspar Mon-
ge, trouxe como consequência um prest!gio cada vez mai-
or das projeçÕes or~ogonais, que constituem,conforme a-
centuamos no texto, a base necessária para a compreen-
são dos demais sistemas de projeçÕes. 
Para dar um exemplo da exuberância dos recur-
sos oferecidos por êsse método, incluimos neate traba-
lho, a representação do DODECAEDRO ROMBOIDAL. A épura 
obtida, ao que nos consta, é inédita. Talvez a! esteja 
a originalidade da tese. 
Rio de Janeiro, Novembro de 1 951 




1 o OBJETO DA GEOMETRIA DESCRITIVA 
As relaçÕes de rorma, posição e grandeza das 
figuras planas se determinam perfeitamente pela aplica-
ção de dois métodos ~ 
a)- o analltico 
b)- o sintético ou gráfico 
Pelo primeiro, a resolução dos problemas, de-
pois de estabelecida sua tradução analltica, se reduz 
ao conjunto de operaçÕes sÔbre "números", ou antes, sô-
bre quantidades algébricaso 
Pelo segundo, as figuras representativas do 
fato geométrico ind~cado na tese da questão são obtidas 
por meio de construçÕes realizadas com a régua e o com-
passo o 
Tanto um como outro atendem, com todo rigor, 
às exigências teÓricas e práticas o 
Todavia, no momento em que surgiu a necessida 
de do estudo dessas mesmas relaçÕes de rorma, posição e 
grandeza das figuras do espaço, o problema cresceu de 
dificuldadeo O método analÍtico, dentro de seu objeti-
vo, continuou satisfazendo às condiçÕes impostas pela 
teoria e pela prática o Enquanto isso, o método sintéti-
co teve de revitalizar- se, incorporando aos seus dom!-

nios novos conceitos para que pudesse 






A Geometria Descritiva se propÕe à resolução 
cientÍfica dos problemas de representação das figuras 
de três dimensÕes sÔbre uma superf!cie de duas dimen-... 
soes o 
, , 
Os novos conceitos introduzidos no metodo gra 
fico resultaram de intenso trabalho dos geÔmetras de t~ 
do o mundo, através de diversas geraçÕeso É que, para 
as necessidades da técnica e da arte , cada vez maiores, 
mais instantes, não bastava que se soubesse, com acer-
to, desenhar sÔbre uma superflcie os corpos do espaçoo 
Tornava-se imperioso, cada dia, que se pudesse reprodu-
zir o corpo por meio de sua figura representativao Bom-
piani acentua o fato e acrescenta, com absoluta juste ~ 
za, que "somente quando isto se verifica é que a figu-
ra - ou representação - se torna equivalente ao objeto 
representado" o 
A Geometria Descritiva ensina as operaçÕes ca 
pazes de estabelecer entre as figuras representativas e 
as representadas essa equivalência,de que nos fala Bom~ 
piani, e de tal modo que seja possível resolver em uma 
superfÍcie bi-dimensional problemas do espaçoo 
A planta, a elevação e os cortes auxiliares 
do projeto de um edifÍcio são aplicaçÕes da Geometria 
Descritiva, feitas de acÔrdo com os requisitos que aca-
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bamoa de fixaro 
Sistematizando os traçados gráficos queg du-
rante o século XVIIIg e~am conhecidos pelo nome de arte 
das projeçÕesg Gaspar Monge constituiu um corpo de dou-
trina cientffica que se tornou cada vez mais indispen-
sável na formação da cultura técnica e cientffica dos 
engenheiros, arquitetoag pintoresg escultores e, em ge~ 
~ 
ral, dos que se destinam ao estudo e ensino das Matema-
ticaao 
Como disciplina do racioc!nio» permitindo o 
adestramento das faculdades de intuição eapacialga Geo-
metria Descritiva é a "base fundamental da Perspectiva, 
da Estereotomia 9 das Sombras Geométricas, da Fotograme-
tria, doa estudos de Grafoestática e de Fortificações e 
dos projetos de Arquitetura"» na palavra de Mestre do 
Professor Àlvaro José Rodrigueso 
É o prÓprio Gaspar Monge quem ressalta que 
"entre as diferentes aplicaçÕes que se pode fazer da 
Geometria Descritiva 9 duas existem que são notáveis por ... 
sua generalidade e pelo que possuem de engenho~ sao as 
construçÕes da Perspectiva e a determinação rigorosa 
das sombras nos desenhoa"o 
~ate conceito» não obstante 9 é hoje discutido 
e posto em dÚvida por alguns tratadistas modernos, en-
tre os quais se inclui o ilustre Professor Pierre 01-
mer, da Escola Nacional Superior de Belas Artes de Pa-
ris. ~ate, por exemplog julga até que a Geometria Dea-
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critiva teria "comprometido o desenvolvimento lÓgico" 
da Perspectivai retardando "sua constituição como ciên-
cia independente, apoian~o =se, sem dÚvida,nas altas es-
peculações da Geometria, porém, antes de tudo ciência 
~artes do desenho~ da composição"o 
Parece-nos demasiadamente rigorosa esta obse~ 
vaçãoo É certo mesmo que a autonomia da Perspectiva,pe-
la organização de seus métodos prÓprios, seu desenvol-
vimento extraordinário, através dos tempos, só foram 
poss!veis depois da codificação mongiana da Geometria 
Descritiva o 
A respeito, o Professor Gerson Pompeu Pinhei-
ro, com a sua dupla autoridade de Mestre,nos esclarece~ 
"Ao célebre trabalho de Piero Della Francesca sucede-
ram~se numerosos estudos e tratados , mas, somente apÓs 
p , o advento da Geometria Descritivai no seculo XVIII, e 
que a Perspectiva se desenvolveu com o caráter cienti-
fico que hoje pode apresentar" ("Das artes plásticas, 
MCML, Gerson Pompeu Pinheiro" , pgo 20)o 
Quais, no entanto, os recursos da Geometria 
Descritiva para a representação dos corpos do espaço, 
feita de acÔrdo com o critério de equivalência a que 
nos referimos linhas passadas? Os métodos de represen~ 
tação o 

2 o CARACTERÍS.TICAS GERAIS DOS MÉ'IDOOS 
DE REPRESENTAÇÃO 
Os métodos de representação da Geometria Des-
critiva, para atenderem à sua finalidade, devem possuir 
as seguintes caracterfsticas 9 segundo magnÍfica classi-
ficação de Campedelli~ 
1~) ~ dar a representação plana dos elementos 
do espaço de tal forma que exista uma correspondência 
biunivoca entre os elementos do corpo do espaço e sua 
figura no planoo Quando esta correspondência comportar 
exceçÕes~ o método deve permitir a identificação exata· 
dos elementos nessas condiçÕeso 
2~)= traduzir sÔbre a figura representativa~ 
unlvocamenteg as propriedades e a s relaçÕes que existam 
entre os elementos no espaçoo 
3~)~ executar sÔbre as figuras representati= 
vas operaçÕes gráficas que correspondam a operaçÕes que 
se realizariam no espaço 9 diretamente sÔbre o corpo re= 
presentadoo 
4~)- interpretar no espaço os resultados obti 
dos com as operações realizadas no planoo 
Através da 1~ e 2~ caracter!stieas, os méto-
dos devem indicar o modo de dispor sÔbre o desenho os 
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elementos que constituem os dados dos problemaso 
Através da 3ª caracterlstica 9 devem indicar 
os meios de utilizar d?s dados 9 segundo construçÕes a~ 
dequadas, para chegar às incÓgnitaso 
Finalmente, a 4~ oaracteristica firma a inte-
ligência dos resultados obtidos 9 identificando as incó~ 
nitaso 
Do que ficou ditog uma observação importante 
já se pode extrair o É a de que um problema de Geome-
tria Descritiva é sempre um problema de Geometria do E~ 
paço resolvido com as ferramentas cientificas forneci-
das pelos métodos de representaçãoo Hachette, disclpu-
lo de Monge e seu sucessor na cátedra da Escola Polité~ 
nica de Paris, adverte 9 conforme transcrição de Roubou-
di, que "em Geometria Descritiva é preciso primeiro re-
solver um problema de Geometria de três dimensÕes antes 
que a mão possa executar as operaçÕes que conduzem à s~ 
lução gráfica do problema"o E Roubaudi acrescenta que 
"de acÔrdo com êsse preceito 9 distingue- se em um proble-
ma de Geometria Descritiva a solução geométrica 9 que de~ 
cobre e indica as construçÕes a efetuar sÔbre a figura 
do espaço, e a solução grári ca 9 que realiza essas cons-
truçÕes por meio de traçados executados sÔbre a folha 
do desenho , segundo os métodos da Geometria Descritiva~ 

3 o A OPERAÇÃO FUNDAMENTAL DA GEOMETRIA 
DESCRITIVA 
A correspondência biun!voea 9 que deve existir 
entre os corpos representados e suas riguras represent~ 
tivas 9 estabelece~se 9 nos métodos de r epresentação 9 por 
meio da operação fUndamental da Geometria Des critiva ~ a 
projeção o 
Projetar um ponto P9 sÔbre um plano JL9 de um 
" ponto S e determinar em cr o traço Pi da r eta SPo O 
plano JZ é o plano de pr o jeção 9 o ponto S 9 o centro ~ 
projeção 9 a reta SP 9 ~ ~ojetante ou s implesmente a 
projetante 9 e o ponto P ' a projeção de P o Em alguns c~ 
sos 9 o plano Jt r ecebe o nome de quadro 9 o centro S 9 de 
ponto de vista 9 a r e ta SP , ~visual e o ponto P'
9 
1m 
magem de Po (Fig o l)o No caso do ponto P pert encer ao 
plano de projeção 9 êle se conrunde nom a sua projeção 
pt o 
Projetar uma reta r sÔbre o plano Gf
9 
de um 
ponto S 9 reta que não passe por S 9 é determi nar em Gr o 
traço~ do plano ~9 formado por S e~ (Fig o 2)o A r e -
ta ~9 projeção de ~ sÔbre o-9 feita de S 9 é o l ugar 
geométrico das pro jeçÕes de todos os pontos de ~o O pl~ 
no ~ é chamado plano projetante o O ponto T
9 
comum a r 

e a ~D é o traço da reta ~9 aÔbre o plano de projeçãoo 
A projeção de uma figura qualquerP constitui-
da de pontos e retas~ ficará deter•minada construindo-se 
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dos os outros de identificação objetivao A projeção 9 
nestas condiçÕessdo ponto imprÓprio de r é o ponto p!•Ó-
prio F', que se chama ponto de fuga ou ponto limite de 
ro Em geral, os pontos imprÓprios têm como projeçÕes 
pontos prÓprioso Todas as retas de ~9 paralelas a ~~ 
têm o mesmo ponto de fuga F' 9 porque por S só poderemos 
traçar um raio projetante a elas paraleloo Êsse princi-
pio é fundamental em Perspectivao 
Outra observação que podemos tirar do exame 
da Figo 4 é a de que todas as retas de ~ têm seus pon-
tos de fuga sÔbre 1' 9 interseção de~ com o plano J1, 
traçado por S paralelamente a o<o Realmente,para cons-
truirmos êsses pontos de fuga teriamos de traçar por S 
.. 
os raios paralelos as citadas retas de c< e determina-
riamos seus traços sÔbre ~o Ora,todos êsses raios for~ 
mam um plano paralelo a o( e seus traços estarão neces-
, ,., " 
sariamente sobre 1' o Esta reta e, portantoll o lugar 
geométrico dos pontos de fuga das retas de ~o Recebe 
o nome de r e ta de fuga do plano ~o 
A reta 1' pode ainda ser considerada como a 
projeção ou imagem de uma reta especial do plano o( g a 
~ i~rÓpriao Também esta, como acabamos de verll tem 
projeção objetiva, quer dizer, tem como projeção uma re 
ta prÓpriao Isto acontece 9 em geralo 
Finalmente, poderemos considerar que os pon-
tos impróprios de todas as retas do espaço e as retas 
impróprias de todos os planos do espaço estejam situa~ 
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dos sÔbre o plano no lnfinitoD ou sÔbre 2 plano imprÓ= 
prioo 
Estas noçÕes~ dadas ~quiD não nos parecem mal 
oolocadaso Elas auxiliam a compreensão e favorecem o 
desenvolvimento da intuição geométrica que
9
no nosso en= 
tender 9 é uma das bases em que deve apoiar=se
9 
com se= 
gurança9 o desenho9 seja êle técnico ou art!sticoo são 
abstraçÕes lÓgicas de ráoil concepçãoo 
ExercÍcios g - Ainda nos permitimos 9pa~a fi~a~ 
ção dêsses conhecimentos~ resolver rápidos exercÍcios 
que envolvam consideraçÕes sÔbre os elementos imprÓ= 
prios que acabamos de definiro 
12) = Pro je tru:• de um ponto S D sÔbre wn plano 
9 
duas retasD que não se encontram~ segundo retas parale= 
l as o 
O problema se resume na determinação do plano 
de projeção D sÔbre o qual as projeçÕes das retas daáas 
x·esul tem paralelas o Para isso 
9 
dadas as retas a e b 
(Figo 5) e dado o centro S 9 construamos a reta 1 que 
passa por S e se apo~a em~ e ~ g e l a será a interseção 
dos planos 5 e .fl-9 definidos 9 :t•espec ti vamente 9 por S e 
!. e por S e :2, o 
SÔbre um plano ! SJ pa1~alelo a 1
9 
as retas !. 
e .2, se projetam segundo retas paral elas ai e b U o Com e = 
f'eito g os pontos M e N em que 1 encontra ~ e ~ estão 
"' v sobre um mesmo raio projetant e SMo Como SM e paralelo 





ponto imprÓprioo Também imprÓpria é a projeção de N aô 
bre ~o Como Sg Me N são colineares os dois pontos ~~ 
prÓprios citados coinc~demo Ora» a pr ojeção de M deve 
ser um ponto de a', e a de Num ponto de b' o Logo es-
sas 2 retas » projeçÕes de ~ e b sÔbre ~ 9 concorrem em 
um ponto imprÓprioo s ão paralelas p por conseguinteo 
Poderlamos raciocinar de outra forma ~ escolh! 
do o plano ! 9 paralelo a 1 9 como plano de projeção 9 os 
planos .21. e .Ji-9 cuja interseção é paralela a ! P corta-
dos por ! dão interseçÕes ~ e ~9 paralelas a lo f o 
que ensina a Geometria do Espaçoo 
22) ~ Outro exemplo 9 êste de especial aplica-.. 
çao nos estudos de Perspectiva 9 pode ser apresentadoo 
Trata~se de projetar de um ponto S p sÔbre um plano 9 um 
feixe de retas (isto é 9 o conjunto de todas as retas de 
um plano que passam por um ponto pchamado centro do fei = 
xe) segundo retas paral e l aso 
O racio~lnio é semelhante ao desenvolvido no 
exercÍcio anterioro O pl ano de projeção deve ser para-
lelo ao raio que une o centro de projeção ao centro do 
feixe de retaso A solução está indicada sem maiores ex~ 
plicaçÕes, por desnecessárias 9 na Figo 6 o 
32) - Finalmente 9 outra aplicação simples e de 
interessao Projetar de um ponto S 9 s Ôbre um plano , um 
quadrilátero plano qualquer segundo um paralelogramoo 
Ainda aqui 9 o probl ema consis t e na determina= 
ção do plano de projeção P sÔbre o qual se verifique a 
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condição rixada no enunciadoo 
Sejam (Figo 7) S c centro de projeção e ABCD 
o quadrilátero pl ano qu~lquer o Pel o enunciado~ em pro= 
jeção 9 as retas A' Bv e C' Di devem ser paralelaso Assim 
também as retas A' D' e svcg o Prolonguemos os lados do 
quadrilátero dado g AB e CD se encontram em E e AD e B~ 
em Fo Valendo-nos da observação reita nos exercÍcios 
anteriores 9 verificamos que 9 depoia de resolvido o pro= 
blema 9 o raio SE e as projeçÕes AiB9 e cvnw devem ser 
paralelos 9 e paralelos devem ser o raio SF e as proje~ 
çÕes A'D' e B?C Y o Ora9 SE e SF definem um plano ~9 
que contém S e a reta EF 9 evidentementeo Se fizermos 
a projeção da figura ABCD aÔbre um plano paralelo a ~9 
as projeçÕes dos pontos E e F9 sÔbre o plano~ 9 paralelo 
a e< 9 são pontos imprÓprioso E as re t as SE9 AVBV e C9 Di 
serão paralelas 9 por terem o mesmo ponto imprÓprioo O 
mesmo se pode dizer das reta~ SF 9 A' Dg e BiCV o Logo AV 
B'C'D' 9 projeção de ABCD sÔbre ~ 9 é um paralelogiJamoo 
42) = Como aplicação do exerc Í cio anteriorvpo= 
daremos fornnlaz• o problema seguinte 9 para ser resolvi= 
do com os métodos da Perspeotiva Dado no geometral 
um quadrilátero ABCD 9 escolher a posição do observador 
de tal forma que a perspectiva da figura seja um para-
lelogramo (Figo 8)o 
Está claro que o traço do plano neutro no ge2 
metral deve coincidir com a reta EF 9 acima definidao 




5 • OS MêTOOOS DE PROJEÇÃO 
Definimos, nos parágrafos anteriores,a opera-
ção fundamental da Geometria Descritiva, identificando 
o centro e o plano de projeção. Verificamos que os rai-
os e os planos projetantes passgm todos pelo centro de 
projeção, constituindo o que se chama uma estrela (isto 
, A 
e, o conjunto formado por uma estrela de retas e uma e~ 
trêla de planos com o mesmo centro)o 
Circunscrito ao corpo teriamos uma superficie 
cÔnica,de vértice coincidindo com o centro de projeção, 
conforme está indicado na Fig. 9o Esta superffcie se 
reduz a uma superrlcie piramidal, em casos particulares. 
~ , 
O centro de projeçao,todavia, pode ser impro-
prio. A estrêla seria de centro imprÓprio,e, nessa hi-
pÓtese, as projetantes (e os planos projetantes) tor-
nar-se-iam paralelos a uma direção dada. Circunscrita 
ao corpo ter!amos uma superffcie cilfndrica, que,em ca~ 
sos particulares, se reduz a uma superfÍcie prismática. 
(Fig. lO). 
Temos af definidos os dois métodos rundamen~ 
tais da Geometria Descritiva. Aliáss os dois poderiam 
ger reunidos em um único,fazendo~se a discriminação pe-




O primeiro, de centro prÓprio 9 é denominado 
método de projeçÕes centràis ou cÔnicas, ou,ainda 9 pers-
pectiva, e o segundo 9 de centro imprÓprio 9 método de 
projeçÕes paralelas ~ clllndricaso 
~ste Último admite subdivisão 9 de acÔrdo com 
a direção das projetantes relativamente ao plano de pr~ 
jeção: se esta for obllqua 9 o método se diz de projeção 
cillndrica obllqua; se for per pendicular ao plano de 
projeção, o método recebe a designação de projeção 2!-
lÍndrica ortogonalo 
Estas as grandes divisÕes dos métodos de ~­
presentação, baseadas nas diversas espécies de projeçãoo 

6o A PROJEÇÃO BI..,CENTRAL 
Todavia 9 com os conceitos até aqu i formulados, 
não conseguimos estabelecer a correspondência bi-unlvo-
ca,imposta pela 1~ caracterlstica dos métodos de repre-
sentaçãoo Realmente 9 dada a figura espacial podemos, 
com as noçÕes já indicadas 9 construir sua figura repre~ 
sentativa na superflcie do desenho o No entanto, não te-
mos ainda os meios que nos permi tam restabelecer a fi~ 
ra do espaço partindo de sua representação planao Em o~ 
tras palavras ~ conhecida a projeção P' de um ponto P 
(Figo 1) do espaço não sabemos ~omo determinar l 9 uma 
vez que todos os pontos da projetante gp v se pro jetam 
em P' o Da mesma forma (Figo 2 ) 9 dada a projeção r 9 não 
podemos, por enquanto 9 conhecer a reta ~ do espaço, vis-
to que todas as retas do plano G( se projetam em ~ se-
gundo ~o Há, portanto 9 uma deficiência que deve ser 
superadao O problema se apresenta indetermi nado , quan-
do, do corpo do espaço, se conhece apenas ~ sua proje-
ção sÔbre um planoo Uma projeção não basta,é insuflei~ 
ente para reproduzir a figura espa~ialo E 9 assim 9 não 
~ $ p se estabelece a corre spondencia bl~un~voca necessariao 
Como levantar es sa indeterminação? 
O artiflcio l Ógico está em construir as proj~ 
' 
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çÕes da figu.I•aD feita de dois centros distintos» sÔbre 
um ou dois planos de projeçãoo Nisto consiste o método 
geral de representação,· que se designa pelo nome de mé-
~ de projeção bi-central. 
Na fig .. 11 9 o ponto P é projetado sÔbre Gr de 
S e S' D dois centros distintos, obtendo~se, respectiva~ 
mente, P' e P" 9 suas projeções sÔbre êsse plano.. Co-
nhecidos pv e P" 9 constroem~se os raios projetantes SP' 
e S 9 P', que determinam9 por sua interseção, o ponto P 
do espaçoo Assim»conseguimos a correspondência bi~uni­
voca desejada e necessáriao Observe~se que doia pontos 
quaisquer de cr não podem representar as projeçÕes bi-
-centrais de um ponto Po Para que repx•esentem efetiva-
mente é mister que P' e P" sejam colinea.res com o pon-
to U, que é o traço sÔbre ~ da reta SSi que liga os 
dois centros de projeção o A explicação é simplesg bas-
ta notar que as retas SP7 e supt? e ssv são coplanare~ 
e, por isso, a reta U pfi pv 
las determinado sÔbre o plano 
é o traço do plauo por~ e-
<J" o Se não houver essa 
colinearidade, as retas SP~ e sv pn não se encontram»e, 
portanto, não definem o ponto P do eapaço. 
Na fig. 12 9 representamos as projeções bi•ce~ 
trais de !9 feitas sÔbre dois planos cr e ~obtendo .. se 
os pontos f.' e P". Vale o mesmo raciocfnio anterior .. 
Apenas neste caso, a condição para que os dois pontos 
P' (de O") e P" (de liJ) representem as projeçÕes de um 




e U P" (de 11) se encontrem em R.9~Ôbre AB 9 interseção de 
(1" e 11 o É que a coplanaridade necessária das retas SP89 
S' P" e SS ~ acarreta a· coplanar' idade de TP 8 e UP" e co-
mo estas retas não são paralelas encontram~se em um po~ 
to R, que deve estar sÔbre AB 9 porque êste deve ser um 
ponto comum aos planos (]" 9 11 e (spv 9 sapn 9 ssv )o 
,.. " :1 t A correspondencia biun· voca entre os pon os 
do espaço e suas projeçÕes bl-~entr•ais a.d.Inite.l)no entan-
to9 ~ exceçãp ~ a dos pontos situados sÔbre a reta SS99 ,. 
que liga os dois centros o De maneira que 9 para esses 
pontos, o método ficaria em faltao A dificuldade é 
transposta admitindo-se um terceiro centro auxiliar S" 
(Figo 13) o As projeçÕes do ponto Q, 9 por• exemplo D serão 
U, sÔbre 11 e Q, 9 sÔbre (j' o 
" ~ p O metodo das projeç•::>es bi~centre.is e 9 na rea-
lidade, o mais geral de todosD uma vez que inclui em si 
os demais 9 conforme demonstraremos a seguire Na verda-
de, portanto 9 poderjamos dizer que os métodos de repre-
sentação da Geometria Descritiva poderão ser reduzidos 
a um só, tal a generalização que nos permitem os conce! 
tos fundamentais dos elementos imprÓprios o Já afirma-
mos, lirfr1as atrás.l) que as noçÕes de ponto 9 reta e plano 
do infinito favoreciam a compreensão & o desenvolvimen-
to da intuição geométricao Alem dêsses méritos 9 veremos 
que essas noçÕes facilitam a generalização dos preces-
" " ,. sos didaticos de ensino 9 facul dade de inegavel relevan-
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cia, especialmente quando se tem em vista a rormação de 
Professores de Desenhao 

7 o A PROJEÇÃO CENTRAL 
Suponhamos que um dos centros do método de 
projeçÕes bi-centrais seja imp~Óprioo Isto é, suponha-
mos que S' ,por exemplo, se tenha deslocado para o inri-
nito,na direção ~(Figo 14)o Então as ~etas SS' e S'P' 
se tornarão paralelas à direção ~ o A projeção pv se 
obtém ligando Safe a projeção P", traçando por f uma. 
paralela a A o Conhecidos p a e P" 
9 
reproduz~se pg 
lQ)- li.gando P' aS; 2Q)- t:r,açando por P" paralela aÂ; 
Pé o ponto de interseção dessas duas retas coplanares. 
Ainda aqui, pn, P" e U devem ser, c.olineares o O método 
assim derinido é o de projeçÕes centrais . Alguns auto-
res denominam~no também e simplesmente de Perspectiva 
Centralo Convém ressaltar~se que 9 em rigor, método de 
projeçÕes centrais e perspectiva central não são a mes-
ma coisa, embora os traçados de Perspectiva sejam fei-
tos através da aplicação das projeções centraiao A Per~ 
pectiva linea.:r•, como esclarece AoComessatti
9 
"não é, ~ 
sentido descritivo (o g:r'if'o é nosso) 
9 
um método de re~ 
presentação 9 uma vez que uma perspectiva nãc possui, em 
geral, elementos bastantes para identit"icar
9 
em f'orma e 
grandeza, a :figura objetivarvo "Em outras palavras, a~ 
crescenta o mesmo autor, o problema de reproduzir a f'i~ 
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gura objetiva não é, em ger~lD determinada por uma só 
perspectiva~ embora possa se - lo por v~rias perspectivas 
(tomadas de pontos de vista divers os), mas, neste caso 
êle se apresenta sob um aspecto di ferente e mais com-
plexo do que aquêle oferecido pelos problemas comuns de 
representação"o Há, realmente, uma parte da Geometria 
Descritiva que cuida de tais problemas ~ a Fot ogrametr.ia. 
Na Fotogrametria temos um exemplo magnifico da aplica-
• ... 
çao das projeçoes bi-centrais o 
... 
Sobre o mesmo assunto , afi~am Oo Chisini e 
Go Masotti Biggiogero em sua obra "Lezioni di Geometria 
Descrittiva", o seguinte ~ "Note~se, finalmente 9 que a 
perspectiva é uma projeção centr al,mas preocupa~ se ape~ 
nas com a construção da i magem de uma figura dada F, 
prescindindo da efetiva repr esen t ação {o grifo é dos a~ 
tores) dos elementos (pontos, r etas e pl anos) que com-
pÕem Fo Isto é, a per spec tiva não dá de F uma represen-
tação, ~sentido prÓprio da palavra ooono 

8o A PROJEÇÃO CILÍNDRICA 
Q,uando os dois centros de projeção se toz•nam 
imprÓprios temos o método de projeção cil!ndricao O ra~ 
cioc!nio pode consider•ar um ou dois planos de projeção, 
conforme já acentuamos em tempoo 
Admitamos um plano de projeção (Figo 15) e 
que os centros imprÓprios definam~ um9 uma direção obli-
qua ao plano de projeção e o· outro.~~ a direção ortogonal 
A 
a esse planoo 
O método de projeçÕes cil!ndricas assim carac 
terizado recebe a designa~ão especial de método de pro~ 
jeçÕes cil!ndricas obllquasc Uma de suas aplicaçÕes 
mais notáveis está na teoria geométrica das sombraso 
Formulemos 9 agora9 a hipÓtese de 3erem dois 
os planos de proje ção e de que os dois centros impró~ 
prios definam direçÕes per pend.lcula.res a êsses dois pl_!. 
noso O método se dlz de projeçÕes cilÍndricas ortogo-
nais (Figo 16) • 
No caso particular em que os dois planos de 
projeção sejam ortogonais.~~ temos o sistema idealizado 
por Gaspar Monge.~~ donde a demonstração especial do s is -
tema mongiano 9 em homenagem a seu inventor (Figo l?)o 
Em todos êstes casos, vemos que estão atendi- , 
• 

dos todos os requisitos impostos pelas duas primeiras 
características dos métodos de pro j eçãoo A correspon~ 
dência biunlvoca1 tão citada e t ão necessária9 a! está 
estabelecida em todos êsses mé t odos particulares» o que 
os torna de grande utilidade para a representação dos 
corpos do espaçoo 
Notamos~ ainda 9 que todos êles resultaram9 de 
fato, de um método geral 9 o das projeçÕes bi-centrais, 
como haviamos afirmado inicialmenteo 
No quadro ainÓtico, ap~esentado a seguir, in-
dicamos todos os métodos de representação dos corpos do 
espaço, dando-lhes as caracter ísticas principais e as 
denominaçÕes por que são conhe cidoso 
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9 o OS RECURSOS DAS PROJEÇÕES ORTOGONAIS 
Estudando os progressos que teve a Geometria 
Descritiva, num rápido retrospecto 9 verificamos que em , 
primeiro lugar ~oi constituida a Perspectiva, atraves 
dos estudos e trabalhos de Filippo Brunelleschi {1377~ 
1446), Paolo Uccello (1396~1477), Leon Battista Alberti 
(1404-1472), Piero de i Franceschi (1415 ~ 1492), Andrea 
del Verrocchio (1435 - 1488) e Leonardo da Vinci (1452-
1519). Muito mais tarde, em 1795, foi que Gaspar Monge 
(1745-1818) deu publicidade ao seu método das projeçÕes 
ortogonais, creando a Geometria Descritivao Desde logo, 
aos novos conceitos ~icaram subordinadas as idéias que 
dominavam a Perspectivao E esta se tornou um ramo da 
primeira o 
Entre os trabalhos de Piero dei Franceschi e 
os de Monge 9 apareceram em 1715 os estudos de Brook Tay-
lor, sÔbre as projeçÕes centrais» posteriormente siste-
matizados por Bartholomeu Cousinery e por Willhelm Du-
~our. ~ste método, muito depois, evoluiu para o das 
projeçÕes bi -centrais, que nos aparece como a origem de 
todos os outros. 
Essa evolução se processou partindo-se do pa~ 
ticular para o geral. Da arte para a ciênciao 

E~ fato interessante 9 foram os artistas~prinG 
cipalment e 9 os pioneiros da Geometria De.se.ri ti va 9 aque ... 
les que estabeleceram os .primeiros princ!p:i.cs fundamen-
tais da ciência que MongeP erinal 9 transrormou em um co~ 
po de dou trina de recursos ines ti.má.vais , 
Neste ponto 9 não podemos resistir ao prazer 
de transcrever ê s te trecho de Enri~o Bomplani g "Non o'e 
dubbio che l 9 e cceDenza de questi nostri artisti sui lo~ 
ro con temporanei (e 1 r in.flu~nza de. quelli e serei ta ta su 
questi , como per eso sul DÜrer) é dovuta9 oltre che al-
la lor o abilitá esecutiva 9 alla netta visione geometri~ 
ca, de i problemi loro affacciantisi e allYintroduzione 
di un e l emento r a zionale quale gu.ida della loro sensibi 
li t a ar t istica o Le regole rlcavate dai Maestri con le 
l oro acute medita zioni sui fatti geometrici ancora ine~ 
plor ati relativi alle operazloni di proiezioni e di se~ 
zioni s i diffusero 9 spesso senza alcuna tracoia scrit-
ta al l'inizio 9 nelle botteghe d Yarte fra i loro discep~ 
l i: e concorsero cosi alla. formazione dell ' amb:lente e.-
da t to a l la fioritura de uno dei periodi d! cui maggior-
mente s'inorgoglisce l'intelletto umanoo Altri artisti~ 
anch'essi sommi 9 possono orma1. dare libera espress:tone 
alle loro concezioni artistiche poiche e gia in essi 
quel senso della divina. propor"zione 9 di ar:monia geome-
t r i ca, da cu i non potranno der·ogare o Scienza ed arte 
ins ieme hanno raggiunto in piu alto livello di compren-
sione e di espre ssione"o 

Não poderiamos encontrar melhores 
favor da Geometria Descritiva, justificando 




A análise empreendida nas páginas anteriores, 
deu-nos a conhecer as ampliaçÕes sofridas pela Descrit! 
va, tornando o método das projeçÕes ortogonais um caso 
particular. -Por paradoxal que pareça 9 a compreensao do ge 
ral só será possfvel tendo como base , sÔbre a qual de~ 
vem apoiar - se todos os demais 9 o conhecimento das pro-
jeçÕes de Monge. 
Esta precedência 9 de fato e de direito 9 as pr~ 
jeçÕes ortogonais devem aos recursos magnÍficos para a 
resolução de todos os problemas espaciais 9 sejam êles , 
apenas descritivos ou metricos. 
Entre as inúmeras aplicações que poderiamos 
citar para provar o acêrto da afirmativa, escolhemos u-
~ 
ma que nos parece adequada 9 uma vez que dela resultara 
, p p 
uma epura que, pelo que sabemos, e inedita. Tratando-se 
~ ~ 
este trabalho de uma tese (modestag sem duvida,mas sem-
pre um trabalho a ser di scutido perante uma ilustre e 




A REPRESENTAÇÃO DO DODECAEDRO ROMBOIDAL 
O dodecaedro romboidal ou 9 como também é cha-
" mado, rombododecaedr o e um·poliedro formado de 12 face~ 
que são losangose 
Trata~se de um sÓlido muito conhecido em cris 
talografia , onde apare ce como forma derivada do cubo o~ 
p 
para usarmos da terminologia especializada ~ e uma f orma 
pertencente ao grupo holoédrico do sistema cÚbioo o 
~ate sÓlido se deduz do cubo por meio do qu~ 
em cristalograf i a 9 recebe o nome de t~ncamento tangen~ 
te. 
"Os truncamen tos, explica=nos o Profes sor Rui 
de Lima e Silva, são substituiçÕes mecânicas dos ângu= 
los ou arestas do cristal, ~eitas por planos que passam 
a constituir as novas faces da forma cristalina"o 
"O t runcamento é tangent~ = é ainda o Profes~ 
sor Lima e Silva quem nos en3ina ~ quando feito por um 
plano i gualmente inclinado em rela~~o às faces que for~ 
mamo ângulo ou a aresta do c:rlatal"o 
No ca so do 
tangente é f eito nas 
primiti va. 
dodecaedr•o z~omboidal o trunoamento 
p 
arestas do cubo = que e a forma 
Na fig o 18 representamos o cubo primitivo 
ABCDEFG. 
.. 
Os truncamen tos t;angentes z•elativos as ares-
tas que concorrem no vertice C são determinados pelos 




as demais arestas, correspondentes aos sete outros ver-
tioes, planos igualmente dispostos como êstes completa-
riam todos os 'truncamentos· necessários . 
As interseções dêstes planos entre si e com 
o cubo determinam as arestas e os vértices do sÓlido r~ 
sultante, que, por definição é o dodeoaedro romboidal. 
4! está indicada a lei de .derivação de um po-
liedro em relação ao outro. 
Para se representar, em projeções ortogonais, 
, - , um solido precisamos conhecer sua deriniçao geometrica. 
Partindo dela, é sempre posslvel construir as duas pro-
je9Ões mongianas dêsse sÓlido, determinando as proje-
9Ões de suas arestas e vértices. 
Já poasuimos a definição geométrica do dode-
caedro romboidal. 
Na tig. 19, representamos em 1,2;3,4,5,6,7,8-
lt 1 2' 13' ,4• 1 5' ,6 1 ,7' ,8• . o cubo primitivo. 
· No v~rtice . 8,8• concorrem as arestas 4,8-4• 8 •; 
5,.8-5' ,8• e 7,8-7 1.81 • o~ truncamentos tangent~s, ··~ 
do esaas arestas, são feitos pelos planos definidos pe-
laa retaa 
a)• 11,13-11• ,13'; 13,15-13'.,15'; 15,~4-
•15' ,14• e 14,11-141 11 '· • 
b) - 9,10 - 9' ,101 ; 10,12 ~ 19' ,12'; 12,11-
12~ ,11' • 11,9 - ll'- , ·19' .• 
c)- 13,17 .• .13',17'; 17,16 ·. - 17' ,16•; 16,9-




Percebe~se logo que o ponto aa 1 9 oentro da ~a­
ce superior (tal como o ponto o ov ,pcentro da ~aae :tnfe~ 
rior) do cubo 9 vai tornar ... _se um vérth~e do novo polie-
dro.. ~sses três planos de terminam9 por suas interse-
N 
çoes, as arestas ad.~~ a' d' ; dg 9 d' gv e dhs dVhv o e por-
tanto.P os vértices a,av; dd'; gg' e hh 9 o Agindo da me~ 
ma ~orma para as demais arestas do cubo prl.mitivo , che -
gamos ~inalmente às projeçÕes do dodecaedro romboidalg 
a, .b 9 c~ d.~~ e .~~ ~ .~~ g, h, i 9 j 9 1, m, n 9 o~ 
av , b s gC v ll d ' ,e' ,~ v .~~gv .Ph' gi v .~~j~.P 1' ,pnl' Dn• .Po' 
A construção$) a part_ir de certa .fase ~ica mui 
to ~acilitada em virtude de simetrias evidentes que ap~ 
recem .. 
Do exame da épura podemos retirar algumas pro 
priedades interessantes de ssa repreaentaçãoo 
l&)- o contôrno ap~te horizontal é ainda 
um quadrado de lado igual a L2 9 L sendo o comprimento 
da aresta do cubo o 
2&) ~ os vértice s estão dispostos em quatro 
planos paralelos à base do cubo (admitida esta sÔbre· o 
P .. H. g em quatro planos horizontais) .. ~sses planos es-
tão separados por distâncias iguais a ~9 onde L conti-
1) 
nua sendo o comprimento da aresta do cubo.. Assim o ve~ 
tioe aa' está no plano horizontal de cot.a L9 os vértices 
b~', co', dd 9 9 ee ' , no plano horizon tal de cota~; os 
vertioes .f~v, ggv .~~ hh' e ii.~~ no plano horizontal de co~ 
L ., -






zontal de cota 4 e finalmente 9 o vertice oo', no plano 
horizontal de cota zero. 
3&)- O poliedro é.constituido de duas calote~ 
simétricas em relação ao plano horizontal de cota ~ • 
Construida a épura, seguindo ao pé da letra a 
definição geométrica do sÓlido, chegamos à r~sentação 
do poliedro. Já agora, para reproduzir essa represent~ 
ção ~ outros casos não precisamos acompanhar o roteiro 
a que aludimos e que nos guiou nessa caminhada que aca-
bamos de percorrer. 
p 
O exame da epura nos permite, imediatamente, 
deduzir um processo simples de representação do dodecae-
dro romboidal ~ 
a)- em projeção horizontal ~- os lados do qu~ 
drado que constitui o contorno aparente horizontal se 
obtém ligando os meios dos lados do quadrado projeção 
horizontal do cubo~ A projeção horizontal se completa 
traçando as retas que unem os meios dos lados opostos. 
b) ~ em projeção vertical ~ - divide~se a altura 
do cubo em quatro partes iguais; por meio de linhas de 
ahamadas determinam-se as projeçÕes verticais dos 14 
vértices do sÓlido, tal como se deduz da épura (fig.l9). 
Ai está um exemplo, que nos parece eloquente, , 
dos recursos extraordinarios da Geometria Descritiva, 
• 
Realmente, o que fizemos para construir as projeçÕes do 
poliedro? Conheciamos sua definição geométrica e ape-
nas suspeitavrumos de como poderia ser sua forma exteri-
oro Seguimos o roteiro estabelecido por aquela defini-
çãoo Construimos a épurao 
Estava terminada uma etapao Fizeramos a re-
- p presentaçao do solidoo 
Mas a épura nos possibilitara deduzir certas 
propriedades que não podiamos conhecer antes de conclui 
da a representaçãoo 
Outras propriedades seriam deduzidas se nos 
dispusessemos analisar o poliedroo Assim~ seriam deter 
minados os ângulos diedros das faces,a verdadeira gran-
deza dessas faces etco 
Iato é a Geometria Descritivao 
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